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光弾性実験と有限要素モデル計算による応力解析法の構築と
その摩擦・接触問題への応用
DEVELOPMENT OF STRESS ANALYSIS BY USING PHOTOELASTICITY EXPERIMENT
AND FINITE ELEMENT MODELING CALCULATION AND ITS APPLICATION FOR
FRICTION AND CONTACT PROBLEM
狹間 大樹
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指導教員 平野 元久 教授
法政大学大学院理工学研究科機械工学専攻修士課程
In order to accurately determine the stress-strain distributions interior to solids and solid interfaces in
contact and friction, it is crucial to making use of the photoelastic experiments and the nite element
method-based numerical analysis. This research aims to clarify the criterion of the crack generation and
propagation at contacting surfaces in friction, and to elucidate how surface-texturing aects increase and
decrease of friction. It has been shown in this report that the primitive deformation tests such as four-
point beam bending, plate tensile test, disk compression test has been done to nally obtain the reasonable
photoelasticity sensitivity of epoxy specimen material and to conrm the good agreement between the
calculated and measured stress-strain distributions by improving both of FEM models and experimental
setup.
Key Words: Photoelasticity, Finite element method, Stress-optical coecient, Stress concentration factor,
Saint-Venent's principle, Tribology
1. はじめに



















限要素計算 (MATLAB で作成) とを比較し，モデルの改良
を通して理論・実験の妥当性を検証した結果を議論する．
2. 光弾性実験の光学系と等傾線・等色線
Fig. 1 Photoelasticity experimental equipment





















光 a sin!t が検光子 A を通過してカメラに到達するときの
光の強度を計算する．
試験片を通過後の光は次式のように表わされる．
1方向 a cos sin!t





a cos sin sin!t  a sin cos sin(!t  )
= a sin 2 sin(=2) cos(!t  =2) (2)
となる．したがって，Aを通過した後の光の強さ I は次式の
ようになる．
I = a2 sin2 2 sin2(=2) (3)
上式より，スクリーン上の光の強さは と  の値に依存し，
次の 2つの場合に I=0となる．
(1)  = 0; =2のとき: 偏光子，検光子の主軸方向が主応力
方向に一致し，この暗線は主応力方向を示す．この暗線
を等傾線 (isoclinics)と呼ぶ．
(2)  = 2n (n = 0; 1; 2;    )) のとき: 主応力の値が増
大して位相差 ( = (1tC=)(1   2), C: 光弾性係
数 (photoelastic ciecient)) が 2 の整数倍になるた
びに暗線が現れる．この暗線の順番をしま次数 (fringe
order)，暗線を等色線 (isochromatics) という．しま次










I = a2 sin2(=2) (4)
上式には，式 (3)には見られた に関する項はなく，つまり
上式の透過光強度は，試験片の主応力方向 には関係なく，
主応力差 (1   2) に比例する相対的位相差  の値のみに
よって変わることになる．
3. 有限要素モデル計算
2次元問題を扱うために，変位成分 u; vの 2つを未知関数
とする変位法を採用する．これらの変位成分 u; vは座標 x; y
の関数となる．したがって，変位成分 uを 1次式を用いて






と近似する．係数 a1; a2; a3 は求めるべき係数である．これ
らの係数は，3つの座標が決まれば求められる．要素として，
三角形 1 次要素を採用する．要素の部の変位 u; v は節点変
位の 1次関数として表される．







u(x; y) = a1 + a2x+ a3y
v(x; y) = a4 + a5x+ a6y
)
(6)

















を得る．式 (7)，逆行列 [A] 1 を計算し，[A] 1 を両辺に左
からかけることによって，係数 a1; a2; a3 を決定することが
できる．これを式 (5)に代入することにより，次式を得る．


















ここで，Ni Nj Nk は形状関数であり次式となる．
Ni(x; y) =
(xjyk   xkyj) + (yj   yk)x+ (xk   xj)y
(xjyk + xkyi) + xjyk   xjyi   xiyk   xkyj
Nj(x; y) =
(xkyi   xiyk) + (yk   yi)x+ (xi   xk)y
(xkyi + xiyj) + xjyk   xkyj   xjyi   xiyk
Nk(x; y) =
(xiyj   xjyi) + (yi   yj)x+ (xj   xi)y












Ni 0 Nj 0 Nk 0















[k] = [B]T [E][B]
Z
V
dV = [B]T [E][B]At (11)
ここで，A は要素の面積，t は要素の厚さ，[E] は弾性係数
マトリックスである．
本研究の光弾性実験で用いたエポキシ樹脂板材の板厚は小








































  t =
N
(1   2)t (15)
ここでN は縞次数，tは試験片の板厚，は応力，(1 2)
は主応力差である．光弾性感度 とは，厚さ 1mmの板試験












この試験では，はり (長さ: 110mm, 幅: 15mm, 板厚:
5.7mm)のエポキシ樹脂の下辺を 2点で支持し，上辺の 2点




















ると次数と比例して 1   2 が増加していることがわかる．
Table 1 Fringe order and corresponding dierence
in principal stress.
Fringe order 0 1 2 3
1   2(MPa) 0 1.87 3.74 5.61
4点曲げ試験では荷重作用 2点間のはりの下部では 2 の
値が 0になり 1 のみ存在するため，ただちに (15)式から最
Fig. 3 Loding apparatus
Fig. 4 Average photoelastic sensitivity





















Fig.8は 1，Fig.9は 2 の応力分布を示す．Fig.8，Fig.9
から荷重作用 2 点間のはり上部では 1 がおよそ 0 になり，
はり下部では 2 がおよそ 0になることがわかる．また，以
上のことから光弾性感度を求めるときに 1，2 の一方を 0
として計算してよいことが確認できた．
Fig.10は x の分布を示す．荷重作用 2点間のはり下部で
は引張応力であるため +，上部では圧縮応力のため  を示
す．荷重作用 2点間のはりの下部で引張応力 x が最大にな
り，最大値は 6.25MPaとなった．
Fig.11は Fig.5の等色線と同様，1   2 を示す．荷重作









Fig. 7 Equivalent stress
Fig. 8 Principal stress 1
Fig. 9 Principal stress 2
Fig. 10 Normal stress x along longitudinal axis
of beam










布を比較した．Fig.5と Fig.11は互いに 1 2 分布を示し
ているが，両者の分布が等しくなっているか判断できない．
したがって，Table 1 で確認できる各主応力差の値に  0.5
Fig. 12 Principal direction(0～30mm)
Fig. 13 Principal direction(30～55mm)
























1   2 の分布の計算結果から Table 3の各値の範囲内にあ
る要素を抽出した結果，Fig.15となった．Fig.15と Fig.5の







Fig. 14 Extraction result
Table 3 Value of extracted principal stress dier-
ence
No. 0 1 2 3
1   2(MPa) 0 ～ 0.5 1.37 ～ 2.37 3.24 ～ 4.24 5.51 ～ 6.11



































上式で求まる応力集中係数 k，k0 は d=b の比で変化す
る．Table 5は n，n0 を用いた場合の応力集中係数を示す．
n を用いた場合，応力集中係数の値は d=bの値の増加とと
もに減少するが，n0 を用いた場合は増加することがわかる．
Table 5 Dierence in stress concentration factor
d/b 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
n を用いた場合の k 3.00 2.73 2.51 2.35 2.24 2.16
n

















円孔試験片 (長さ: 190mm, 幅: 25mm, 板厚: 3.1mm，円
孔の径: 5)を用いて，縞次数 2～4の各次数で max となる
ように実験を行い max を求めた．実験は各次数に対して
2回，計 6回行い，得られた max と 0 を用いて応力集中
係数 Expk を求めた．Table 6は各縞次数ごとに対して求め
られた 0，Expk の平均値を示す．計 6回の実験から求めた
Expk の平均値は 2.82 だった．Fig.16 は縞次数が 4 で円孔
の縁が max となったときの等色線縞画像を示す．Table 7





る次数は 2で，各次数に対応する 1 2 の値は Table 7で
確認できる．
Fig.1 の装置で 1/4 波長板を取り外し，白色光を用いて，
主応力方向を求める実験を行って得た結果を示す．Fig. 18
は円孔近傍の主応力線である．
Table 6 Dierence in stress concentration factor of
each fringe order
N d=b max (MPa) 0 (MPa) 
Exp
k
2 0.2 6.87 2.32 2.96
3 0.2 10.3 3.68 2.80
4 0.2 13.7 5.07 2.71
Fig. 16 Isochromatic fringe image of 4 order for
Circular Hole Tensile Test
Table 7 Principal stress dierence to fringe order
for Circular Hole Tensile Test
Fringe order 0 1 2 3 4
1   2(MPa) 0 3.44 6.87 10.3 13.7
Fig. 17 Isochromatic fringe image at 200N for Cir-
cular Hole Tensile Test
Fig. 18 Principal stress line for Circular Hole Ten-
sile Test
(2) 有限要素計算
円孔試験片 (長さ: 190mm, 幅: 25mm, 板厚: 3.1mm，円




d=bの比が 0.1から 0.5まで 0.1刻みで変化するように円
孔の直径を 2mmから 10mmまで 2mm刻みで変化させ，そ
れぞれの条件で求められた円孔の縁で生じる max と 0 か




Table 8 Dierence in stress concentration factor
d d=b max (MPa) 0 (MPa) k
FEM
2.5 0.1 7.68 2.53 3.03
5 0.2 8.04 2.53 3.18
7.5 0.3 8.57 2.53 3.38
10 0.4 9.45 2.53 3.73
12.5 0.5 10.8 2.53 4.30
Table 5の k，k0 の各値と有限要素計算で求めた Table





Fig.19 は円孔の径が 5mm の円孔試験片 (長さ: 190mm,




確認できた．Fig.20は 1   2 の分布を示す．Fig.19の x
の分布と同様の位置で 1  2 が最大となることが確認でき
た．また，1 2の最大値は 7.38MPaであった．Table 7で
確認できるように max は 8.04MPaとなっており，1   2
の最大値と異なる．自由境界では，1,2 の一方が 0である
が，今回の有限要素計算では 2 が 0.66MPaとなり 0にな










の解析解 k、無限幅の解析解 k0、実験値 kExp、FEM計
算 kFEM を示した。上述のとおり 6回の光弾性実験から得
られた応力集中係数は平均値 2.82，有限要素結果は 3.18と
Fig. 19 x
Fig. 20 1   2
Fig. 21 Principal stress direction for Circular Hole




つぎに同様の条件のときの 1   2 の分布を比較した．
Fig.17 に光弾性実験結果の 1   2 分布が示されており，
Fig.20に有限要素計算結果の 1 2 が示されているが，両
者の分布が等しくなっているか判断できない．そこで 4点曲
げで主応力差分布を 1   2 を比較したときの手順で，光




Table 9 は Fig.20 の主応力分布より要素を抽出したときの
値を示している．Fig.17 の等色線縞模様と Fig.22 の黒線模
様を比較すると類似していることが確認できるため，主応力
差分布はおよそ等しいといえる。つぎに Fig. 18と Fig. 21
との主応力方向を比較したところ主応力方向もおよそ等しい
ことが確認できた．
Fig. 22 Extraction result
4.3 円板圧縮試験
円板圧縮試験は今後，摩擦接触部近傍の破壊・凝着機構の
Table 9 Value of extracted principal stress dier-
ence
No. 0 1 2 3 4
1   2(MPa) 0～0.5 2.94～3.84 6.37～7.37 9.8～10.8 13.2～14.2
Fig. 23 Stress concentration factors calculated by
analytical solution(k and k
0), FEM(kFEM ), and

































エポキシ樹脂 (E1=3GPa, 1=0.34), SUS303(E2





















Fig. 25 Isochromatic fringe image for disk com-
pression
Table 10 Principal stress dierence to fringe order
Fringe order 0 1 2 3 4
1   2(MPa) 0 1.87 3.74 5.61 7.47
Fig.1 の装置で 1/4 波長板を取り外し白色光を用いて実験
を行い主応力方向を求めた．Fig.26は円板圧縮を行ったとき
の主応力線である．荷重点の位置は Fig.25と同様である．
Fig. 26 Principal stress line for disk compression
(2) 有限要素計算











光弾性実験結果である Table 10の各値に  0.4～0.4MPa範
囲を与え，各値の範囲内にある要素を Fig.27で示した主応力
Fig. 27 1   2
Fig. 28 Principal stress direction for disk compres-
sion of FEM
差分布から抽出し，黒色で示した．Fig.29はその結果である．





















Table 11 Value of extracted principal stress dier-
ence
No. 0 1 2 3 4




























Fig. 30 Friction coecient and




























実接触面積 Ar を  を用いて表すと次式を得る．
Ar = Ar
p
1 + 2 = Ar
1p
1  k2 (25)
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